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１ 無限 Laplacian
ある開集合上の有界関数に対し -
	は
		
	
		

			
	 
と定義する。ここで	は普通のラプ
ラシアンを表す。右辺第２項は，
			
		
		
				 

	



		
		
	 
となる。				 	
		


	


とおくと
		

	
		 
となる。が-調和関数とはと定義する。
式を形式的に	
		で割ると，＝
０は次式になる。


	

	

 
	
とし，とするとこ
の方程式を満たすを無限-調和関数という。
２ L ∞変分問題
ここでは 変分問題の観点からみる。 変
分問題とは汎関数を
			
として考える。G. Aronsson［１］は１９６７年にLipschitz
拡張問題との関連でこの汎関数の研究を始めた。
で与えられた境界値をとり，この汎関数を最
小化する問題を考えた。Euler-Lagrange方程式
は-調和関数の方程式になる。これは -調和関
数の とした場合に当たる。Aronssonは
もしが convexならば	を
示し，解の存在及び absolutely minimizingの概
念も提案した。より正確に述べると，上の
Lipschitz連続関数に対しを

に
拡張することを考える。このとき拡張した関数の
Lipschitz定数をなるべく小さくする。この拡張
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した関数

は内の任意の開有界部分
集合と連続関数

に対し，上で
でかつ	
		
を実現す
る。は absolutely minimizing extensionという。
Euler-Lagrange方程式は
-調和関数となる。


 
１９９３年 Jensen［８］によりが有界，開，連結集合
で，の時，この Dirichlet問題は一意
の粘性解を持つことが示された。さらに同値な概
念として Comparison with coneの概念が２００１年
Crandall，Evans，and Gariepy［４］により導入され
た。より一般の汎関数への拡張が１９９９年，２００１年
に Barron，Jensen，and Wang［３］によりなされ，
Euler-Lagrange方程式が考察された。より詳し
く，汎関数を 	
とおいて次で考える。
	

		 
on 
とおく。ここで





，また で は連続，
また		はquasiconvex，定数
	
と正の有界関数

が存在して
		 
ならば，のとき
上に abso-
lute minimizerが存在する。か
つ，のとき，
に absolute
minimizerが存在する。この時，Euler-Lagrange
方程式は


	
 
となる。ここで関数 が quasiconvexとは集合
がすべてのに対して convexのときをいう。

-調和関数の regularityは，について
は２次元について Evans，Savin［１１］，［６］により示さ
れている。
３ Lipschitz extension problem
を距離空間とし，を の部分集合，
を関数とし，		

				と定義する。以
下，とくにが の境界の時を多く考える。
		と書く。が Lipschitzであると
は	
。を与えて，がの Lip-
schitz ex-tensionであるとは		
でfor all が成り立つ時をいう。
今を与えて，	を小さくする問題を考
える。一般に			より等号成立
の場合が	の最小を与える。	

，		ならば解がある。実
際		とし，を任意の解とす
ると	なら
	
	

	
	
		
	 
また
	
	

	
	
		
	 	
故に


			
		

		 


の 左 辺 
		
	は最小の Lipschitz extensionとなり，右
辺 Ψ 				
は最大の Lipschitz extensionとなる。すなわち
Lipschitz extension問題の解は一意でない。
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定義：が absolute minimizer for the
functional Lip（略して AML）on とは
でかつすべての開集合に対して
	かつが成り立つと
きをいう。
定義：
	が	
の粘性劣解（viscos-
ity subsolution）または viscosity solution of 	


の意味で-subharmonicとはすべての
	にたいし，
が local maximum at
なら	
。
が-subharmonicの
とき
は-superharmonicという。
が-sub-
harmonicか つ-superharmonicの と き-har-
monicという。この定義を言い換えると，-sub-
harmonicとは		for
ならばdoes not have any local maxi-
mum point in 。例として		は
	inの viscosity solutionである。
定理：次は同値となる。	とし
て

もし
または
ならば，すべての
，

：compact subset in∈/に
対し，

	




for 

または
として，すべての	
に対して，
が local maximumを
で持つなら
	



 
の条件をもつ
は enjoy comparison with cone
from abobe in （略して CCA（U））という。も
し
が CCA（U）のとき
は enjoy comparis-
on with cone from below in（略して CCB（U））
という。wが CCA（U）かつ CCB（U）のとき co-
mparison with cone in （略して CC（U））とい
う。の条件は CC（U）となる。
CCA（U）の条件は次のように書ける。もし
∈/ に対し，for
ならばfor。
（証明）：を示す。とし，
に対し，

	



とおく。 が空集合
であることを示す。いま空集合でないとすると
は開集合であり  のとき，
	



	。
より	。 と
してを通る Cの半直線は，

で 内にを含み端点で と交わる。
	はこの線分上で
線形で，傾きとなる。いっぽう
も Lipschitz定数がで端
点で同じ値をもつので，この線分上で同じ関
数となる。	
。これはを含むので に矛盾する。
→を示す。
for  との
仮定より不等式はでも成立する。これ
はに 対 し
を示した。これを２回使って
forよっ
てを示したので
。
→を示す。CCA（U）から	
をいう。
では
 	







 
が明らかに成立する。仮定から CCA（U）である
のでに対して成立する。これを
書き直してに対し

 	









もしがで２回微分可能，すなわち
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



 
 
となると対称×行列が存在するなら，
	

 
を示す。とおくとは







 
最大を実現する	を	
とし
 
		

	



	





ここで	
としてに適用して
	
	



	
	

	
 
とを組み合わせて



 	



	

	
	
 



両辺をで割ると



 	



	
	

	
 


	
とすると	
	
	

となり
	
	
は単位ベクトルとなる。
 	







	



 	





	



 
	

 


のとき	
	
	より
を得る。
次に２回微分可能でないとする。もしが

の最大点だとする。
は滑らかな関数とする。こ
の時の近傍の	で



	
	
 
のを
にして	

を得る。すなわち
は粘性劣解となる。
→を示す。とくに粘性解の意味で	

なら CCA（U）をいう。背理法で示す。すなわち
CCA（U）でないとする。と
 such that on inが存在
する。に小さい定数を加えてでと
仮定する。よって
 on
 
もし任意のに対し次の

such that
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 
	  
が存在すれば矛盾。実際よりは	
の


での最大はで達成していること
を示している。一方からとして
であることと矛盾する。の構成は
			とすると
		where	


	
 
						 
よって
			 
これはまたは	で十分小なら負
となる。もしが十分小さければは保た
れる。
４ Tug-of-war game
Peres，Schramm，Sheffield，Wilson［１０］は Tug-
of-warと呼ばれる微分ゲームと-Laplacianの
関係を導入した。まず，random turn gameを説
明する。集合 を gameの状態とし，を点
をもつ向きづけられた２つの遷移グラフとす
る。を端状態（吸収状態）とし，端での支
払い関数とし，走行中支払い関数 

，初期状態とする。ゲームは
以下のように行う。しるし（token）が初期状態
である。番目のステップでコインを投げ，
勝ったプレイヤーは遷移グラフの向きづけられた
辺（	）によりに達する。ゲームは最初
にに到達したとき終了する。そしてプレ
イヤー１の利得は	である。
プレイヤー１はそれを最大化しようとし，プレイ
ヤー２はそれを最小化しようとするゼロ和ゲーム
である。
次に tug-of-war gameについて説明する。
として向きのないグラフとする。もっと
も簡単なゲームとしてとし，
（走行中の支払いなし），onon
。プレイヤー達はそれぞれの目標にゲー
ムのしるしをもっていこうとする。ゲームは目標
に達すると終了する。プレイヤーの戦略は以前に
行った動き及び以前のコイン投げの関数としてプ
レイヤーの次の動きが選ばれる方法である。マル
コフ過程を考える。すなわち今の状態から次の状
態への写像とする。２つの戦略をとして
	とをゲームが終了した時点
での期待利得とする。有限でなければ	
	ととする。プレイヤー
１のゲームの値は	
	，
プレイヤー２のゲームの値は	

と定義する。ここでは出発点を表す。
またプレイヤー１がほとんど確実に端点に到達し
ないとき	，プレイヤー２がほとんど確
実に端点に達しないときとする。明らか
に。のときにゲー
ムは値を持つといい，と
書く。
定理：関数は次を満たす。すべての

に対し



	


 

 
右辺が定義されないとき，i. e. 	
のとき	とする。も同様に成
り立つ。ただし 	のとき
とする。
のとき，作用素，無限ラプラシアン
を
 	


 

	
とする。関数が無限調和関数とはすべての

でが成立し，かつ 。が有限の
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ときとなる。もしでの右
辺もならばは無限調和関数という。tug-
of-war gameで 値は 存 在 し，
		の一意な解であると予想する
のは自然であろう。またプレイヤー１の最適な戦
略はを最大化する頂点に移動し，プレイ
ヤー２の最適な戦略はを最小化する頂点に
移動することになる。
定理：パラメターをもつtug-of-game
は次の条件があるとき値をもつ。
 everywhereまたは inf 
inf。
が向きづけられてない。
これらの一つが満たされていないとき反例がある。
５ 距離空間上の tug-of-war game
	を距離空間とする。
に対し，リプ
シッツ関数と が与えら
れる。～	を辺集合とする。
を端利得をもち，走行中支払い利得を
とする上でプレイされたゲームの値とする。
言い換えるとは次の２人ゼロ和ゲーム-
tug-of-war gameの値である。を
固定する。
番目でプレイヤーはコインを投げる。
勝者は	

となる
を選ぶ。ゲーム
は
で終了し，プレイヤー１の利得は


となる。
が各点で存在するなら，を	
の連続値と呼ぶ。
定理：を length空間，
は空でなく，
を下に有界で，全体に拡張できるとす
る。また は かつぎの３つの条
件が成り立つ。inf		は一様に連続，は有
限直径をもつ。
このとき連続値が存在し，はを拡張す
る一様連続関数である。さらにas
。もしが Lipschitzならも Lipschitz。
もしが Lipschitzなら。
いま，をの有界開集合 Ωとし，	Ω
を一様連続とする。このとき，もし 
が一様連続で または inf ，このとき
は次の方程式の一意の連続な粘性解が存在する。

		
in Ω 
		Ω 
は tug-of-war on		の連続
値である。
これは上でのゲームを考え，を期待
値とする時，次式


	

	

	
  
から導かれる。もしなら
	

	

		

	

		 	
これを代入して

		
		
 

で割ってとすれば良い。
６ Kohn and Serfaty のゲーム
をの有界集合とする。最初にい
てゴールはの境界に達することである。プレ
イヤーは期待利得を最小化しようとする。一方
プレイヤーは期待利得を最大化しようとする。
プレイは以下のように行う。［９］
step１．各時刻

でプレイヤーは単位ベ
クトルを選ぶ。
step２．プレイヤーはを選び今の
場所から

 に移動する。
step３．ゲームは
∈/で終了する。そ
して期待利得は内にとどまる時間とする。
竹内 博
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プレイヤーは出来るだけ早くから出たい，
一方プレイヤーはこれをできるだけ邪魔する。
を期待値とする。次を満たす。




 	
 
	として，もし	なら，プレイヤー
は（に直交す
る単位ベクトル）を選ぶ。関数方程式は


 	

	 
となる。Taylor展開により，


 




	 
を仮定して，で割り 	とすると
 

 
２の時，
in
	on	
ここで
	 

  


	

	


 	

は 1-Laplacianである。
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